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Zadanie 1

Pokazac, ze dla dowolnych z, w # 0+ 0/ € Z][i] istnieja t, r € Z[i] takie, ze
z=t-w+rorazr =0 lub N(r) < N(w) (tzw. dzielenie z reszt).
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Zadanie 1

Niech
.z
X+yl=—
w
Istniejg takie liczby catkowite m, n ze:

Ix —m| <1
ly —n| <1

Stad

N(x—m+(y—n)i)<1
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Zadanie 1

WeZmy t = m+ni
z=1t-w+r,gdzie
r=w(x—m+ (y —n)i)

Wiedzac, ze N(x — m+ (y — n)i) < 1, otrzymujemy nieréwnosé
N(r) < N(w), a w szczegblnym przypadku x = m i y = n otrzymujemy
r=20.
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Zadanie 2

Pokazaé, ze liczby: 1, -1, i, -i sa jedynymi jednosciami w zbiorze Z][i].
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Zadanie 2

Element odwracalny (jednos¢)

Element, dla ktérego istnieje element do niego odwrotny wzgledem tego
dziatania.

Mnozenie przez element odwracalny nie zmienia modutu liczby catkowitej
Gaussa.
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Zadanie 2

Jesdli a+bi jest elementem odwracalnym to istnieje c+di€ Z, takie ze
(a+bi)(c+di)=1+0i
Stad
|(a + bi)(c + di)| = |1+ 0i
Wiec

(®+ ) (2 +d>) =1
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Zadanie 2

Wiemy, ze a, b, ¢, d € Z, wiec ostatnia réwno$¢ jest mozliwa jedynie w
przypadku, gdy

P+ =c+d?*=1
To jest mozliwe tylko gdy
(P=1Ab=0)V (> =0Ab=1)

Oznaczato,zea+bi=1luba+bi=—-1luba+bi=iluba+ bi=—i.
Elementami odwracalnymi moga by¢ tylko liczby:

1,—1,i,—i.
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Zadanie 3

Kazda liczba pierwsza z definicji dzieli sie tylko przez jednos¢ i przez sama
siebie. Dla dowolnych liczb zespolonych a i b zachodzi:

N(ab) = N(a) x N(b)

Zbiorem wartosci normy N s3 tylko takie liczby naturalne, ktére da
sie roztozy¢ na sume dwdéch kwadratdw.
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Podstawowe twierdzenie arytmetyki

Twierdzenie (Euclid’s lemma)

If two numbers by multiplying one another make some number, and any
prime number measure the product, it will also measure one of the original
numbers.

v

Twierdzenie (Euclid, Elements Book VII, Proposition 32)

Any number either is prime or is measured by some prime number.

Twierdzenie (Euclid, Elements Book IX, Proposition 14)

If a number be the least that is measured by prime numbers, it will not be
measured by any other prime number except those originally measuring it.
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Zadanie 3

Przez u oznaczamy pewna jednosé.
Z = Ug* P1 % P2k .ok Py = U * 1 % G2 % ... % qp
Wybierzmy pewien czynnik z powyzszego iloczynu, na przyktad p;.
pilz = p1lgi = gi = p1 * U1

Whioskujemy, ze g; jest elementem stowarzyszonym z p;. Obie strony
réwnosci skracamy przez p; i analogicznie postepujemy wobec pozostatych
czynnikow.

uo:ué*ul*uz*...*un

u=u

Kacper Paluch, Wiktor Witkowski, Szymon Wtoczewski Liczby catkowite Gaussa 11 /25



Liczba 1+ oraz liczby stowarzyszone

Twierdzenie (o Gaussowskich liczbach pierwszych)

Gaussowska liczba pierwsza nazywamy rézna od zera liczbe ze zbioru Z[i],
ktora nie jest ani jednoscia ani nie jest rozkfadalna.
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Liczba 1+ oraz liczby stowarzyszone

Twierdzenie (o Gaussowskich liczbach pierwszych)

Gaussowska liczba pierwsza nazywamy rézna od zera liczbe ze zbioru Z[i],
ktora nie jest ani jednoscia ani nie jest rozktfadalna.

Liczbe z € Z[i] nazywamy jednoscia (lub elementem odwracalnym) w Z][i],
jezeli istnieje w € Z[i] takie, ze zw = 1+ 0i.
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Liczba 1+ oraz liczby stowarzyszone

Twierdzenie (o Gaussowskich liczbach pierwszych)

Gaussowska liczba pierwsza nazywamy rézng od zera liczbe ze zbioru Z[i],
ktéra nie jest ani jednoscia ani nie jest rozktadalna.

z-w=1+4+0i
(1+i)(a+bi)=1+0i
a—b+i(a+b)=1+0i

a—b=1
at+b=0

1
a:§
b=-1

Liczba 1 4 / nie jest jednoscig
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Liczba 1+ oraz liczby stowarzyszone

Twierdzenie (o Gaussowskich liczbach pierwszych)

Gaussowska liczba pierwsza nazywamy rézna od zera liczbe ze zbioru Z[i],
ktéra nie jest ani jednoscia ani nie jest rozktadalna.

z=1+i=(a+ bi)(c+ di)

Liczba 1 + / nie jest rozktadalna
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Liczba 1+ oraz liczby stowarzyszone

Twierdzenie (o liczbach stowarzyszonych)

Kazda liczba zespolona catkowita, ktéra jest stowarzyszona lub sprzezona
7 liczba zespolona pierwsza, jest réwniez liczba zespolona pierwsza.
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Liczba 1+ oraz liczby stowarzyszone

al
s
- -

1 Il 1 1
-4 -2 2 4
- -
2k
4
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Dzielniki rzeczywistych liczb pierwszych p, w postaci 4k+1

Twierdzenie (Fermata)

Kazda liczba formy 4k+-1 rozkfada sie i to w jeden tylko sposéb na sume
dwdch kwadratéw.
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Dzielniki rzeczywistych liczb pierwszych p, w postaci 4k+1

Twierdzenie (Fermata)

Kazda liczba formy 4k+-1 rozkfada sie i to w jeden tylko sposéb na sume
dwdch kwadratéw.

p=a’+b?
p = (a+ bi)(a — bi)
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Dzielniki rzeczywistych liczb pierwszych p, w postaci 4k+1

a 4 -
. ; .
. . I . .
1 - 1 I 1 - 1
-4 -2 | 2 4
» - F - -
. i .
- ab
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Rzeczywiste liczby pierwsze p, w postaci 4k+3 oraz liczby
z nimi stowarzyszone

N r -
- ar -
P
N 8 -
L e 1 1 e 1
-4 -2 2 4
. 8 -
2k
- 4+ - N
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Wszystkie liczby pierwsze

- - - - -
. - ab - .
- s -

N - . 2+ - - .
. - - L - - -

L I 1 I e L Il L L L I n I 1 I e I 1 1 I
_a -2 2 4
. - - L - - -

» - s 2F - - .
- s -

N a 4 - .
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Pokaza¢, ze kazda liczba pierwsza postaci 4k + 1 da sie
przedstawié w postaci sumy dwu kwadratéw liczb
catkowitych na 8 sposobdéw. Rozktady rézniace sie,
kolejnoscia lub znakiem traktujemy jako rézne.

Twierdzenie (Fermata o sumie dwéch kwadratéw)

Kazda liczba formy 4k+1 rozkfada sie i to w jeden tylko sposéb na sume
dwéch kwadratéw.
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Dowdd twierdzenia fermata o sumie dwdch kwadratdow

p=1+4k
p=a’+b?

Poniewaz p jest liczba nieparzysta - a jest nieparzyste, a b jest parzyste

p=x*+(2y)?
p=x>+4y’
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Dowdd twierdzenia fermata o sumie dwdch kwadratdow

p=1+4k
p=a’+ b’

Poniewaz p jest liczba nieparzysta - a jest nieparzyste, a b jest parzyste

p=x"+(2y)
p=x+4y?
_ 2
p=x"+4zy
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Dowdd twierdzenia fermata o sumie dwdch kwadratdow

p=1+4k
41:x2+4zy
X z Y
1 10 1
1 1 10
1 5 2
1 2 5
3 8 1
3 1 8
3 4 2
3 2 4
5 2 2
5 1 4
5 4 1
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Dowdd twierdzenia fermata o sumie dwdch kwadratdow

p=1+4k (3,8,1) (5,1,4)
41 = x> 4 4zy W
X z 'y ' 1 ' —
1 10 1
— — _
1 1 10 ' L
1 5 2 | |
1 2 5
3 8 1
3,4,2) 5.4,1
3 1 8 ( | (5,4,1)
3 4 2 |
3 2 4
5 2 2
5 1 4
5 4 1 |
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Dowdd twierdzenia fermata o sumie dwdch kwadratdow

p=1+4k
41:x2+4zy
X z Y
1 10 1
1 1 10
1 5 2
1 2 5
3 8 1
3 1 8
3 4 2
3 2 4
5 2 2
5 1 4
5 4 1

(1,10,1)

-
]
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Dowdd twierdzenia fermata o sumie dwdch kwadratdow

p=1+4k

41 = x° + 4zy
X z y
1 10 1
1 1 10
1 5 2
1 2 5
3 8 1 (1,1,10) (1,1,10)
3 1 8 1 1
3 4 2
3 2 4
5 2 2 I ’ i
5 1 4
5 4 1 i i
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Dowdd twierdzenia fermata o sumie dwdch kwadratdow

p:x2—|—4yz

p = x>+ 4xz
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Dowdd twierdzenia fermata o sumie dwdch kwadratdow

p:x2+4xz
p=x(x+4z)

Liczba p jest pierwsza, zatem dzieli sie jedynie przez 1 i samga siebie.

p=1(1+4z)
p=1+4z
z=k
p=1+4k
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Dowdd twierdzenia fermata o sumie dwdch kwadratdow

Dowdd Zagier'a

(x+2z,z,y—x—2z) ifx<y-—z
(xy,2) = {2y —x,y,x—y+2z) ify—z<x<2y
(x=2y,x—y+zy) if2y<x
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Twierdzenie (Fermata)

Kazda liczba formy 4k+-1 rozkfada sie i to w jeden tylko sposéb na sume
dwdch kwadratéw.
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Twierdzenie (Fermata)

Kazda liczba formy 4k+-1 rozkfada sie i to w jeden tylko sposéb na sume
dwdch kwadratéw.

p=a’+ b
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Twierdzenie (Fermata)

Kazda liczba formy 4k+-1 rozkfada sie i to w jeden tylko sposéb na sume
dwdch kwadratéw.

a® + b?
(—a)® + b°
a4 (—b)?

(—a)® + (~b)

b? + a?
(—b)* 4 a°
b? + (—a)?

(—b)* + (~a)
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